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- Methode zur Approximation der Verteilung eines Parameters auf Basis von

Stichprobendaten

- Das Verfahren wurde 1977 von Bradley Efron in dem Paper ,Another Look at the

Jackknife” vorgestellt und stellt eine Weiterentwicklung der Jackknife-Methode dar
- Bootstrapping bietet ein breiteres Anwendungsspektrum als die Jackknife-Methode

- Die Prasentation basiert hautptsachlich auf den Inhalten des Papers , Another Look at

the Jackknife”
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- Schatzung von Konfidenzintervallen

« DurchfiUhrung von Hypothesentests ohne starke Annahmen uUber die zugrunde

liegende Verteilung der Daten
« Schatzung von Standardfehlern
« Schatzen des Bias in statistischen Schatzern

« Viele Anwendungen in Bereich Machine-Learning wie z.B. Cross-Validation und

Performance-Bewertung
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- (Gegeben: Stichprobe X=(Xjy,...,X,,) aus einer unbekannten Verteilung F mit

Realisierung x=(Xy,...,X,)
- Definition einer Zufallsvariablen R(X,F) die sowohl von der Stichprobe X als auch von
der Verteilung F abhangt

- Ziel: Stichprobenverteilung von R approximieren

- Die Stichprobenverteilung ist die Verteilung von R die entsteht durch wiederholtes

Ziehen von Stichproben der Lange n aus F
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Bootstrap-Methode

1. Gegeben ist eine Stichprobe X=(X4,...,X,,) mit Realisierung x=(Xy,...,X,)

2. Konstruktion der Verteilung F~ basierend auf Stichprobe wobei jeden Datenpunkt

X4,--, X, die gleiche Wahrscheinlichkeit zugewiesen wird
3. Ziehen von Bootstrap-Stichproben X*=(X*,...,X*_,) aus F~ mit Zuriicklegen

4. Approximation der Stichprobenverteilung von R(X, F) durch die
Stichprobenverteilung von R(X*, F")
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. . . . . Stichprobe | Zug 1 | Zug 2 | Zug 3 | Mittelwert R(X, F)
- Sei die ,unbekannte Verteilung" F mit I 1 7 | 4 5.00
2 2 7 7 5.33
der Z&hldichte p wie folgt definiert: ; S I et
5 7 2 4 4.33
p(1)=1/16, p(2)=4/16, p(4)=5/16, s | s |25 | e
8 1 2 4 2.33
p(5)=1/16 p(7)=4/16, p(9)=1/16, der 9 o | 2 | 1 100
10 9 2 1 4.00
1 —_ 11 4 4 7 5.00
Mittelwert p=5,6 o . ; : o
] 13 4 2 7 4.33
- Es werden basierend auf F folgende - 2 ’ 2 a7
. 16 7 7 2 5.33
Stichproben gezogen 17 4 |7 | 4 5.00
18 2 7 5 4.67
. . . 19 2 1 7 3.33
« R(X,F) ist eine Zufallsvariable auf den 20 4| 4| 2 3.33
21 9 7 2 6.00
: : 22 4 4 2 3.33
Mittelwert der Stichprobe - p p ; o
24 4 7 7 6.00
25 2 4 1 2.33
26 7 7 1 5.00
27 9 7 2 6.00
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- Stichprobenverteilung der Histogramm der Mittclwerte

Zufallsvariablen R(X,F)

Héaufigkeit

2 271 3.43 4.14 4.86 5.57 6.29 7
Mittelwert

14.08.2026
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Beispiel

1. Gegeben ist eine Stichprobe X=(X4,...,X5) mit Realisierung x=(2,4,7) die aus einer

unbekannten Verteilung F stammt

2. Konstruktion der Verteilung F™ mit der Zahldichte p~ fur die gilt: p~(2)=1/3,
p~(4)=1/3, p~(7)=1/3

14.08.2026 8



) ] H OC H
BEISpIEl Informatik SC H UL E€E
Hauptcampus T R IE R
. . Bootstrap-Stichprobe | Zug 1 | Zug 2 | Zueg 3 | Mittelwert R(X*, F
3. Durch ziehen aus der Verteilung F~ i Y > 3 2.00( =
2 2 2 4 2.67
- 3 2 2 7 3.67
entstehen folgende Bootstrap ; 2 2 : ST
. ) 5 2 4 4 3.33
Stichproben und deren Mittelwerte 6 2 | 4 |7 1.33
7 2 7 2 3.67
& 2 7 4 4.33
9 2 7 7 5.33
10 4 2 2 2.67
11 4 2 4 3.33
12 4 2 7 4.33
13 4 4 2 3.33
14 4 4 4 4.00
15 4 4 7 5.00
16 4 7 2 4.33
17 4 7 4 5.00
18 4 7 7 6.00
19 7 2 2 3.67
20 7 2 4 4.33
21 7 2 7 5.33
22 7 4 2 4.33
23 7 4 4 5.00
24 7 4 7 6.00
25 7 7 2 5.33
26 7 7 4 6.00
27 7 7 7 7.00
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4. Approximation der
Histogramm der Mittelwerte

Stichprobenverteilung von R(X, F) |

durch die Bootstrap-Stichproben 6
Verteilung von R(X*, F")
.*G.;; 4
re
&
z
T
2 [ |
0

2 271 3.43 4.14 486 5.57 6.29 7
Mittelwert
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« Wenn n die StichprobengroBe ist gibt es n" verschiedene Moglichkeiten aus F” eine

Stichprobe zu ziehen
- Deshalb wird haufig die Monte-Carlo-Methode eingesetzt
« Es werden Stichproben Xc=(X1¢,..., XN¢) gezogen mit Realisierungen x1¢,..., xNcaus FA

- Es kann gezeigt werden das die Stichprobenverteilung von R(X*, F") sehr schnell

angenahert werden kann durch die Stichprobenverteilung von R(X¢,FH)

« Dadurch wird der Rechenaufwand extrem reduziert
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« Sei P die Wahre Stichprobenverteilung von R(X, F) und P* die Bootstrap-Stichproben
Verteilung von R(X*, F")

« Der Wert von R kann unter Umstanden auch Uber eine Funktion f und die zugehorige
kumulierte Wahrscheinlichkeitsfunktion bestimmt werden, ausgedrickt als

f(P.4:(X,F),) beziehungsweise f(P4(X*,F”),), wobei n die StichprobengroBe ist

- Dies geht flur gewisse Statistische GroBen wie den Mittelwert, die Varianz und die

Kovarianz
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- Zu zeigen ist, das die P_4(X*,F”), Verteilung die Verteilung P_4(X,F),, annahert bzw.

schatzt

- Die Verteilungen P_4(X*,F~),und P_4(X,F), hangen von der Stichprobengrof3e n ab,
daher werden die Grenzverteilungen (limiting distributions) P 4(X*,F”~) und P 4(X,F)
mit den Zahldichten p 4(X*,F”) und p .4(X,F) betrachtet
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Beweisidee

- Es wird gezeigt das p 4(X*,F”) die Funktion p .4(X,F) annahert
- Hierfur wird folgendes gezeigt: sup,| p_cgr(X*,F~A)(X) - pLegs(X,F)(X) | -> 0, dies wird

auch uniform convergence genannt
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Quellen

B. Efron. Bootstrap Methods: Another Look at the Jackknife. The Annals of Statistics,
7(1):1- 26, 1979

« Formaler Beweis der: https://www.stat.purdue.edu/~dasqupta/bootstrap.pdf

« Einfach Erlduterung des bootstrapping Beweises:
https://www.youtube.com/watch?v=BiNcdYbyiWw&t=369s

- Einfache Erlauterung des Bootstrapping Verfahrens:
https://www.youtube.com/watch?v=Xz0x-8-cgaQ&t=404
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