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Kurzfassung

Zunichst werden in dieser Seminararbeit die Grundelemente einer n-wertigen Lo-
gik vorgestellt. Im Anschluss erfolgt die Erlduterung einer mehrwertigen Logik
anhand eines konkreten Beispiels. Dabei wird die dreiwertige Lukasiewicz Logik
L3 als Beispiel fiir eine n-wertige Logik eingefiihrt und im weiteren Verlauf um
pradikatenlogische Aspekte erweitert. Abschlieftend wird die Vienna Development
Method Specification Language VDM-SL als Anwendungsbeispiel betrachtet. Zum
Abschluss der Arbeit wird die (VDM-SL) auf ein konkretes Beispiel angewandst,
um einen Einblick in die praktische Anwendung zu geben.
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Die Geschichte und Idee hinter mehrwertigen
Logiken

Im nachfolgenden Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber die Geschichte und
die grundlegende Idee hinter mehrwertigen Logiken gegeben.

Zunachst hatte die mehrwertige Logik vor allem philosophische Bedeutung. Mathe-
matiker und Philosophen setzten sich mit der Frage auseinander, welchen Wahr-
heitswert nicht eindeutig bestimmbare Aussagen erhalten. In der klassischen Aus-
sagenlogik werden lediglich zwei Wahrheitswerte verwendet. Dies hat jedoch zur
Folge, dass viele alltdgliche Probleme mit ihr nicht ausgedriickt werden konnen.
Beispielsweise lassen sich nicht eindeutig bestimmbare Aussagen nicht ausdriicken.
([Sch04al, S. 20)

Ein Beispiel hierfiir wire die Aussage ,,Morgen wird es regnen“. Diese Aussage
lasst sich nicht eindeutig als wahr oder falsch bestimmen. Daher kann sie nicht
durch eine zweiwertige Logik ausgedriickt werden. Der Grund liegt darin, dass der
Zeitpunkt, an dem man feststellen kann, ob es morgen regnet, in der Zukunft liegt.
Durch die Einfiihrung eines dritten Wahrheitswerts fiir eine solche nicht eindeutige
Aussage konnte dieses Problem jedoch gelést werden.

Im Folgenden werden einige bedeutende Personlichkeiten aus der Wissenschaft
kurz erwihnt, die die mehrwertige Logik mafsgeblich geprégt haben.

Im Jahr 1920 veroffentlichte Jan Lukasiewicz einen Artikel, der durch die zuvor
erliuterten philosophischen Uberlegungen motiviert war. Diese Uberlegungen be-
trafen die Frage nach dem Wahrheitswert einer Aussage, die erst in der Zukunft
als wahr oder falsch bestimmt werden kann. ([Sch04al, S. 20)

Ein weiterer bedeutender Name in der mehrwertigen Logik ist Emil Post. Im Jahr
1921 verdffentlichte er eine Arbeit {iber mehrwertige Logiken. Seine Motivation lag
in der Untersuchung einer bestimmten Klasse von Algebren mithilfe mehrwertiger
Logik. ([Sch04al, S. 20)

Ein weiterer wichtiger Beitrag zur Entwicklung mehrwertiger Logiken stammt von
Stephen Kleene. Dieser entwickelte eine dreiwertige Logik, um den Umgang mit
partiell rekursiven Funktionen zu erméglichen. ([Sch04al, S. 20)
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n-wertige Logiken

Im Folgenden werden die Bestandteile eingefiihrt, die fiir die Definition einer mehr-
wertigen Logik benétigt werden.

2.1 Syntax

Im folgenden Abschnitt wird die Syntax, also der Aufbau von Formeln in der
allgemeinen Aussagenlogik, erweitert. Dadurch wird es moglich, die Syntax auf
eine beliebige endliche Menge von Wahrheitswerten anwendbar zu machen.

2.1.1 Festlegen der Bezeichner fiir die Wahrheitswerte

Zu Beginn wird die Anzahl der Wahrheitswerte m festgelegt, wobei m > 2 gelten
soll. Aufkerdem wird eine Menge M von Bezeichnern fiir simtliche Wahrheitswerte
in der Logik eingefiihrt. (|[Sch04a], S. 23)

2.1.2 Festlegen der Bezeichner fiir Operatoren

In der mehrwertigen Logik besteht die Mdoglichkeit, eine Vielzahl beliebiger Ope-
ratoren zu verwenden. Die Bezeichner fiir die Operatoren werden durch die Menge
I festgelegt. Zudem ist fiir jedes Operatorsymbol eine Stelligkeit n anzugeben.
In der normalen Aussagenlogik umfasst die Menge F' beispielsweise die Symbole
- A, V, =, <. (|Sch04al, S. 23f.)

2.1.3 Festlegen der Bezeichner fiir aussagenlogische Variablen

Die Bezeichner fiir die aussagenlogischen Variablen, auch als nullstellige Pradikate
bezeichnet, werden durch die Menge P festgelegt. Diese Variablen werden spéter
mit den entsprechenden Wahrheitswerten belegt. (|Sch04al, S. 24)

2.1.4 Vokabular

Das Vokabular umfasst alle Symbole, die in einer Logik verwendet werden diirfen.
Es setzt sich aus der Menge der Operatoren F', der Menge der aussagenlogischen
Variablen P sowie anderen Symbolen wie Klammern zusammen. ([Sch04b], S. 9)
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2.1.5 Menge der Formeln

Die Menge der Formeln F'ml(V') umfasst samtliche moglichen Formeln der Logik
und wird iiblicherweise induktiv definiert. Dabei werden grundlegende Formeln
festgelegt, und es wird beschrieben, wie durch die bereits existierenden Formeln
neue gebildet werden konnen. ([Sch04b], S. 10)

2.2 Semantik

Im folgenden Abschnitt wird die Semantik der allgemeinen Aussagenlogik erwei-
tert, um sie auf eine beliebige endliche Menge von Wahrheitswerten anwendbar zu
machen.

2.2.1 Belegung

Eine Belegung g fiir eine Vokabular V' ist eine Funktion pu : P — M, die jeder
aussagenlogischen Variablen einen Wert aus M zuweist. ([SchO4al, S. 24)

2.2.2 Festlegung der Bedeutung der Operatoren

Es muss die Semantik der Operatorsymbole festgelegt werden. Jedem Operator-
bezeichner f aus der Menge F mit der Stelligkeit n wird dafiir eine Funktion
fM: M™ — M zugeordnet. Diese Funktion bildet von der Menge der Wahrheits-
werte in die Menge der Wahrheitswerte ab. Fiir ein n-stelliges Operatorsymbol wird
diesen also eine Funktion zugewiesen die n Wahrheitswerten einen Wahrheitswert
zuweist. ([Sch04a], S. 24)

2.2.3 F-Algebra

Die Struktur aus Operatoren und deren Bedeutungen kann auch wie folgt darge-
stellt werden: M = (M, fM . f € F) und wird auch als Matrix einer Logik oder
F-Algebra bezeichnet. ([Sch04al, S. 24)

2.2.4 Bewertungsfunktion

Die Bewertungsfunktion p, @ Fml(V) — M, weist jeder Formel ¢ aus Fml(V)
einen Wahrheitswert aus M zu. In der Regel ist die Funktion iiber die F-Algebra
sowie der Belegung p definiert. Der Wahrheitswert wird einer Formel wird auch
mit p(t) bezeichnet. ([Sch04al, S. 24)

2.2.5 Menge von designierten Wahrheitswerten

Es wird eine nichtleere Teilmenge D aus der Menge der Bezeichner fiir die Wahr-
heitswerte definiert. Diese Teilmenge umfasst alle Bezeichner fiir Wahrheitswerte,
die als wahr gelten. Diese Definition ist notwendig, um Erfiillbarkeit, Unerfiillbar-
keit und Tautologie zu beschreiben. ([Sch04al, S. 24)
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2.3 Weitere Bestandteile einer n-wertigen Logik

Im Folgenden werden zusétzliche Bestandteile einer n-wertigen Logik erlautert.

2.3.1 Erfillbarkeit

Mittels der Menge der designierten Werte D kann nun die Erfiillbarkeit definiert
werden. Eine Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn fiir mindestens eine Belegung
w gilt, dass pup(t) € D ist. ([SchO4a], S. 24)

2.3.2 Unerfillbarkeit

Uber die Menge der designierten Werte D lisst sich ebenfalls die Unerfiillbarkeit
definieren. Eine Formel ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn fiir keine Belegung u
gilt, dass up(t) € D ist. ([Sch04al, S. 24)

2.3.3 Tautologie

Ebenfalls lasst sich mit der Menge der designierten Werte D die Tautologie defi-
nieren. Eine Formel ¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn fiir alle Belegungen u
gilt, dass pps(t) € D ist. ([Sch04al, S. 24)

2.3.4 Kalkiile

Fiir n-wertige Logiken werden iiblicherweise Tableaukalkiile zum logischen Schlie-
fen verwendet. Dabei ist es bedeutend, dass fiir jede endliche n-wertige Logik mit
einer endlichen Menge M von Wahrheitswerten, einer Menge D von designierten
Wahrheitswerten und einer Liste von Wahrheitstabellen fiir beliebige aussagen-
logische Operatoren F' ein vollstindiger und korrekter Tableaukalkiil konstruiert
werden kann. ([Sch04al, S. 52) In dieser Arbeit wird jedoch nicht néher auf Ta-
bleaukalkiile eingegangen. Sie werden hier lediglich kurz erwéahnt, da Kalkiile von
essentieller Bedeutung fiir den Nutzen einer Logik sind. Eine ausfiihrliche Darle-
gung des Tableaukalkiils, sowie die Bedeutung von Vollstandigkeit und Korrektheit
in diesem Kontext, sind jedoch nicht Bestandteil dieser Arbeit. Eine umfassende
Erklarung des Tableaukalkiils findet sich in [Sch04a| auf den Seiten 52-58.
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Beispiel fiir eine n-Wertige Logik

Im Folgenden wird die dreiwertige Lukasiewicz-Logik L3 als Beispiel fiir eine mehr-
wertige Logik vorgestellt. Dabei werden die zuvor aufgefiihrten Elemente einer n-
wertigen Logik genutzt, um die L3-Logik zu definieren. Zunéchst erfolgt die Defi-
nition auf Grundlage der Ausgangslogik. Anschliefsend wird die L3 um Pradikaten-
logik erweitert, um auch Pradikate, Variablen, Konstanten, Funktionen und Quan-
toren zuzulassen.

3.1 Einfiihrung der L3-Logik auf Basis der Aussagenlogik

In diesem Abschnitt wird die Ls-Logik nun auf Basis der allgemeinen Aussagenlo-
gik unter Verwendung der zuvor beschriebenen Bestandteile einer n-wertigen Logik
definiert.

3.1.1 Syntax

Im ersten Schritt erfolgt die Definition der Syntax. Diese beschreibt, wie Formeln
in der Ls-Logik aufgebaut sind.

Festlegen der Bezeichner fiir die Wahrheitswerte

Im Folgenden werden die Bezeichner fiir die Wahrheitswerte der L3-Logik definiert.
Diese bestehen aus der Menge M = {0,u,1}. Im Grunde genommen handelt es
sich dabei um die Bezeichner der Wahrheitswerte der Ausgangslogik, die um den
Wahrheitswert u erweitert werden. Dieser beschreibt einen unbekannten, nicht be-
stimmbaren Wahrheitswert. ([Sch04a], S. 25)

Festlegen der Bezeichner fiir Operatoren

Die Menge der Bezeichner fiir die Operatoren in der Ls-Logik umfasst die Symbole
-, ~, A\, V, —, C,+—,=. Die Stelligkeit der einzelnen Operatoren ist wie folgt fest-
gelegt: (—,1),(~,1),(A,2),(V,2),(—,2),(C,2), (+—,2),(=,2), wobei die zweite
Zahl die jeweilige Stelligkeit angibt.
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Ein wesentlicher Unterschied zur klassischen Logik besteht darin, dass sowohl ei-
ne starke Negation — als auch eine schwache Negation ~ vorhanden ist. Dariiber
hinaus werden zur Unterstiitzung eine starke Implikation — und eine schwache
Implikation O sowie eine starke Aquivalenz «— und die schwache Aquivalenz =
eingefiihrt. ([Sch04al, S. 24-28)

Festlegen der Bezeichner fiir aussagenlogische Variablen

Es erfolgt die Definition einer Menge von Bezeichnern P fiir aussagenlogische Va-
riablen bzw. nullstellige Pradikate. Die Namensgebung der Bezeichner hangt stark
von den jeweiligen Situationen ab. ([Sch04al, S. 24)

Vokabular

Das Vokabular bzw. die Signatur setzt sich aus der Menge aussagenlogischer Va-
riablen und der Menge der Operatoren zusammen, sowie optional aus weiteren
Symbolen wie beispielsweise Klammern. ([Sch04a], S. 24)

Menge der Formeln

Nun werden Formeln definiert, die iiber das Vokabular V' gebildet werden kon-
nen. Die Menge aller Formeln wird mit F'ml3(V') bezeichnet. Die Formeln werden
induktiv wie folgt definiert:

e Sei p € P eine Variable, dann ist p eine Formel.
e Seien ¢ und « Formeln, dann sind auch die folgenden Ausdriicke Formeln:

PN a,

oVa,

—9,

~ 9,

¢ —a,
¢ Ca,

¢ a,

o= .

(IScho4b), S. 10-11)

3.1.2 Semantik

Im Folgenden wird die Semantik, also die Bedeutung der Formeln, in der Logik L3
festgelegt.
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Belegung

Die Belegung p(p) in der Ls-Logik ist eine Funktion, die jeder aussagenlogischen
Variablen p € P einen der Werte 0, u oder 1 zuordnet. ([Sch04al, S. 24)

Ordnung nach Wahrheitsgehalt

Die Anordnung nach Wahrheitsgehalt bietet eine Moglichkeit, die Symbole fiir die
Wahrheitswerte in der Menge M zu sortieren. Dies kann beispielsweise hilfreich
sein, um Operatoren einfacher zu definieren. Im Folgenden wird die Ordnung nach
dem Wahrheitsgehalt fiir die L3-Logik festgelegt. Die Ordnung lautet: 0 < u < 1.
([Scho4al, S. 25)

Festlegung der Bedeutung der Operatoren

Wie oben gezeigt wurde, muss jedem Operator in der mehrwertigen Logik eine
Funktion zugeordnet werden, die von M™ nach M abbildet. Im Folgenden werden
diese Funktionen festgelegt. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Operatoren
in der Ls-Logik zu definieren. Dies hiangt in der Regel vom Anwendungsfall ab.
([Sch04al, S. 26)

Eine mogliche Definition der Operatoren sieht wie folgt aus:
Negations-Operatoren

Die schwache Negation ist ein unérer Operator. Im Folgenden wird die schwache
Negation ~ iiber eine Wahrheitstabelle definiert.

~p

O o =3

[ )

Tabelle 3.1: Wahrheitstabelle der schwachen Negation

Wichtig hierbei ist, dass ein unbekannter Wert bei der schwachen Negation nicht
unbekannt bleibt, sondern den Wert 1 annimmt. (|[Sch04al, S. 26)

Die starke Negation ist ebenfalls ein unérer Operator. Im Folgenden wird die starke
Negation — iiber eine Wahrheitstabelle festgelegt.

P

o2 3
e O

Tabelle 3.2: Wahrheitstabelle der starken Negation
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Insbesondere wichtig hierbei ist, dass ein unbekannter Wert bei der starken Nega-
tion unbekannt bleibt. ([Sch04al, S. 26)

Die starke Negation hebt sich weiterhin auf, daher hat —— den gleichen Wahr-
heitswert wie zuvor. Fiir die schwache Negation gilt das jedoch nicht, wie aus der
obigen Tabelle ersichtlich ist. Ebenso sind die starken und schwachen Negationen
nicht kommutativ, es gilt also = ~#~ —. (|Sch04al, S. 26)

Und-Operator

Im Folgenden erfolgt die Definition des Und-Operators. Dieser binédre Operator ist,
wie in vielen Programmiersprachen, definiert. Die Auswertung von ,falsch A unbe-
kannt* und ,,unbekannt A falsch* fiihrt zu ,falsch“, wéhrend die Auswertung von
,2unbekannt A unbekannt” unverédndert ,,unbekannt” ergibt. Die genaue Definition
des Und-Operators ist in der folgenden Wahrheitstabelle dargestellt.

Allu0
1{1u0
u
0

uul

000

Tabelle 3.3: Wahrheitstabelle des Und-Operator

Eine weitere Moglichkeit zur Definition des Und-Operators ergibt sich {iber die
zuvor eingefiithrte Ordnung nach Wahrheitsgehalt. Wenn 1 eine Belegung ist, gilt
folgendes: pps(a A b) ist immer das Minimum aus gy (a) und ppr(b). ([Sch04al, S.
25)

Oder-Operator

Der logische Oder-Operator ist ebenfalls ein bindrer Operator und ist, wie in vie-
len Programmiersprachen, definiert. Die Auswertung von ,wahr V unbekannt®
und ,,unbekannt V wahr* fiithrt zu ,,wahr, wihrend die Auswertung von ,,unbe-
kannt V unbekannt* unveréndert ,,unbekannt“ ist. Die genaue Definition des Oder-
Operators ist in der folgenden Wahrheitstabelle dargestellt.

VIIu0
11111
u
0

luu
1u0

Tabelle 3.4: Wahrheitstabelle des Oder-Operator

Ebenfalls kann der Oder-Operator auch alternativ iiber die zuvor eingefiihrte Ord-
nung nach Wahrheitsgehalt definiert werden. Fiir eine Belegung u gilt dann, dass
par(a VvV b) immer das Maximum aus pps(a) und pps(b) ist. ([SchO4al, S. 25)
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Implikations- Operatoren

Im folgenden wird die Schwache Implikation eingefiihrt, die mithilfe der Schwachen
Negation definiert wird und durch das Zeichen D reprasentiert wird. Die Definition
lautet wie folgt: Die Aussage ,,A impliziert B“ ist definiert als A D B :=~ AV B.
Diese Definition dhnelt der in der Aussagenlogik. (|Sch04a], S. 27) Eine alternative
Definition kann mithilfe der folgenden Wahrheitstabelle erfolgen.

ADB
BlA—=|1u0
1 111

u ull
0 011

Tabelle 3.5: Wahrheitstabelle der schwachen Implikation

Die Starke Implikation ist analog zur Definition in der Aussagenlogik gestaltet
und wird durch das Symbol — représentiert. Die Definition lautet wie folgt: Die
Aussage ,A impliziert B“ ist definiert als A — B := =A Vv B. ([Sch04al, S. 28)
Eine alternative Definition kann ebenfalls mithilfe der folgenden Wahrheitstabelle
erfolgen.

A— B
BlA—|1u0

1 lul

u uul

0 Oul

Tabelle 3.6: Wahrheitstabelle der starken Implikation

Aquivalenz-Operatoren

Im folgenden Abschnitt wird die schwache Aquivalenz definiert. Die Schreibweise
dieser Aquivalenz lautet A = B. Die Definition #hnelt ebenfalls der Definition in
der Aussagenlogik und lautet wie folgt: A = B := (A D B) A (B D A). (|Sch04al,
S. 27)

Eine alternative Definition kann mithilfe der folgenden Wahrheitstabelle erfolgen.
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A=B
BlA—|1u0
1 1u0
u ull
0 011

Tabelle 3.7: Wahrheitstabelle der schwachen Implikation

Die Starke Aquivalenz ist ebenfalls analog zur Definition in der Aussagenlogik
gestaltet und wird durch das Symbol A <+ B reprisentiert. Die Starke Aquivalenz
ist wie folgt definiert: A «— B := (A — B) A (B — A). (|Sch04al, S. 28)

Eine alternative Definition kann ebenfalls mithilfe der folgenden Wahrheitstabelle
erfolgen.

A+— B
BlA—|1u0
1 1u0

u uuu
0 Oul

Tabelle 3.8: Wahrheitstabelle der starken Implikation

F-Algebra

Die Definition der F-Algebra bleibt unverdndert, wie sie in Abschnitt fest-
gelegt ist. Die Funktionsvorschriften fiir die einzelnen Operatoren sind iiber die
Wahrheitstabellen dieser Operatoren in Abschnitt definiert.

Bewertungsfunktion

Die Bewertungsfunktion gy, ordnet jeder Formel f € Fmls(V) einen Wert aus
der Menge {0, u, 1} zu. Die Funktionsvorschrift wird durch die im Abschnitt
definierte Belegung sowie durch die in Abschnitt festgelegte F-Algebra be-
stimmt. ([Sch04al, S. 24)

Die Funktion gy, wird rekursiv wie folgt definiert:

Seien ¢ € Fml3(V) und § € Fml3(V). Dann gilt folgendes:

e Wenn «a eine aussagenlogische Variable ist, also o € P:

e Sonst:
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(@A ) = par (@) A par ()
pa (V) = (@) V par ()
poar (ma) = =g (@)

¢ — a) = pn(d) = par(c)

¢ Ca)=pu(P) C pm(a)
¢« a) = puu(9) — pu(a)
¢ =a) = pu(d) = pu(a).

(JSchodh], S. 15)

Menge von designierten Wahrheitswerten

Die Menge der designierten Wahrheitswerte in der L3-Logik entspricht derjenigen
in der Aussagenlogik und ist durch D = {1} festgelegt. Das bedeutet, dass in der
Ls-Logik nur das Symbol 1 als wahr betrachtet wird. ([Sch04al, S. 25)

3.2 Erweiterung der Lj3-Logik zur Pradikatenlogik

In diesem Abschnitt wird die im Abschnitt definierte Ls-Logik auf Basis der
Ausagenlogik dahingehend erweitert, dass nun auch pradikatenlogische Elemen-
te wie Konstanten, Variablen, Funktionen, Pradikate und Quantoren verwendet
werden kénnen.

3.2.1 Syntax

In diesem Abschnitt erfolgt eine Erweiterung der Syntax. Hierfiir werden Funk-
tionssymbole, Variablensymbole und Konstantensymbole eingefiihrt und daraus
Terme gebildet. Anschlieffend werden mittels Pradikatsymbolen, Termen und Ope-
ratorsymbolen Formeln konstruiert.

3.2.2 Festlegung der Bezeichner fiir die Wahrheitswerte

Die Menge der Wahrheitswerte bleibt unverdndert, wie bereits im Abschnitt
definiert.

Festlegen der Bezeichner fiir die Funktionssymbole

Wie in der Pradikatenlogik erster Stufe, muss die Menge Fp.,. von Funktionssym-
bolen definiert werden. Zusétzlich muss jedem Funktionssymbol eine Stelligkeit m
zugeordnet werden. ([Sch04b], S. 10)
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Festlegen der Bezeichner fiir die Pradikate

Im Gegensatz zu den Atomen bzw. aussagenlogischen Variablen, die unter [3.1.1]
definiert wurden, werden nun, genau wie in der Pradikatenlogik erster Stufe, Pra-
dikate (Relationen) verwendet. Es ist eine Menge P zu definieren, die die prédi-
katenlogischen Symbole enthélt, und fiir jedes préadikatenlogische Symbol ist die
Stelligkeit n festzulegen. ([Sch04b], S. 9)

Festlegen der Bezeichner fiir die Konstanten

Ebenso besteht die Moglichkeit, Konstanten zu verwenden, wie in der Pradikaten-
logik erster Stufe. Die Symbole der Konstanten werden durch die Menge C' defi-
niert. (|Sch04bl, S. 9)

Festlegen der Bezeichner fiir die Variablen

Es besteht ebenfalls die Moglichkeit, Variablen einzufiihren, genau wie in der
Pradikatenlogik erster Stufe. Die Symbole fiir die Variablen werden durch die Men-
ge Va reprisentiert. ([Sch04b], S. 9)

Menge der Terme

Analog zur Préadikatenlogik erster Stufe, miissen Terme gebildet werden, um die
Menge der Formeln zu definieren. Die Menge aller Terme T wird induktiv wie folgt
definiert:

e Variablensymbole sind Terme.

e Konstantensymbole sind Terme.

e Sei func € Fiuye ein Funktionssymbol mit der Stelligkeit m, und seien tq, ..., t,,
Terme. Dann ist func(ty,...,t,) ebenfalls ein Term.

(JSch04H], S. 10)

Menge der Operatoren

Die Menge der Operatorsymbole F' wird um die beiden Operatorsymbole (V) und
(3) erweitert. Die aktualisierte Menge der Operatorsymbole lautet somit: F' =
-, ~, AV, =, C,+—,=,V, 3. Die Stelligkeit der einzelnen Operatoren ist wie folgt
festgelegt: (=, 1), (~, 1), (A,2),(V,2),(—,2),(C,2), (+—,2),(=,2),(¥,1),(3,1).
Die zweite Zahl gibt erneut die jeweilige Stelligkeit an. ([Sch04b], S. 9)

Vokabular

Das Vokabular bzw. die Signatur besteht nun aus der Menge der Terme T, der
Menge der Pradikatensymbole P und der Menge der Operatorsymbole P, optional
erweitert durch weitere Symbole, wie beispielsweise Klammern. ([Sch04b], S. 9)



3.2 Erweiterung der L3-Logik zur Pradikatenlogik 13

Menge der Formeln

Die Bildung von Formeln erfolgt durch die Verwendung von Priadikatsymbolen,
Termen und Operatorsymbolen aus dem Vokabular V. Die Menge aller Formeln
wird mit F'ml;(V') bezeichnet, und ihre Definition erfolgt induktiv. Sei p € P ein
Préadikatsymbol mit der Stelligkeit n, und seien ¢y, ..., t, Terme aus der Menge T

e Dann ist p(ty,...,t,) eine Formel.
e Secien ¢ und « Formeln. Dann sind auch die folgenden Ausdriicke Formeln:

PN a,
oV a,
—9,

~ 0,

¢ —a,
¢ Ca,

¢ a,
¢ =a,
Vxo,
dx¢.

(IScho4b), S. 10-11)

3.2.3 Semantik

In diesem Abschnitt erfolgt eine Erweiterung der Semantik. Hierfiir wird die Be-
deutung der Wahrheitswerte, Funktionssymbole, Variablensymbole, Konstanten-
symbole, Pradikatensymbole und Operatorsymbole definiert.

Universum

Wie in der allgemeinen Priadikatenlogik erster Stufe muss das Universum, auch als
Domaéne bezeichnet, definiert werden. Das Universum wird durch die Menge U von
beliebigen Objekten angegeben. ([Sch04b], S. 13)

Konstantenbelegung

Die Konstantenbelegung definiert die Bedeutung der Konstantensymbole. Sie wird
durch die Funktion Cy, : C' — U représentiert, die jedem Konstantensymbol aus
dem Vokabular V' ein spezifisches Objekt aus dem Universum zuweist. ([Sch04b],
S. 13)

Funktionsbelegung

Die Funktionsbelegung legt die Bedeutung der Funktionsymbole fest. Sie ist eine
Abbildung Fj, die jedem Funktionssymbol f € F mit der Stelligkeit £ aus dem
Vokabular V' eine Funktion g : U* — U zuordnet. ([Sch04b], S. 13)
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Prastruktur

Zur Vereinfachung wird eine sogenannte Prastruktur M, definiert. Diese legt die
Bedeutung der Konstanten und Funktionen fest. Sie besteht aus einem Universum
U von Elementen, einer Konstantenbelegung C}, und einer Funktionsbelegung Fj,.
Diese wurden bereits oben definiert. ([Sch04al, S. 25)

Variablenbelegung

Die Variablenbelegung gibt den Variablensymbolen eine Bedeutung. Sie ist eine
Abbildung V;, : V' — U, die Variablensymbolen aus V' ein Element aus dem Uni-
versum zuordnet. ([Sch04b], S. 13)

Interpretation von Termen

Die Interpretation von Termen erfolgt mittels der Interpretationsfunktion I, : T —
U. Diese Funktion weist jedem Term aus T ein Symbol aus U zu. Als zusétzliche
Parameter benétigt die Funktion I; die zuvor definierte Prastruktur M, und eine
Variablenbelegung V;,.

Die Funktion ist rekursiv wie folgt definiert: Sei M, eine Prastruktur und V, eine
Variablenbelegung, dann ist I; wie folgt rekursiv definiert:

e Falls der Term ¢ ein Variablensymbol ist:
I/(Mo, Vi) (1) = Vi(t)
e Falls der Term ¢ ein Konstantensymbol ist:
Iy(Mo, Vp)(t) = Cy(2)
e Falls der Term ¢ eine Funktion f(¢},...,t)) ist mit der Stelligkeit n:

I(Mo, V,)(t) = By (f)(L(Mo, Vi) (t1), - - ., Ie (Mo, Vi)(t,))

(|Scho4b], S. 12)

Belegung

Die Belegung u(Moy, V;)(p) ist eine Funktion, die jedem Pradikatsymbol p € P
einen der Wahrheitswerte 0,u,1 zuweist. Da es sich nun jedoch nicht mehr um
nullstellige Prédikate handelt, miissen die einzelnen Terme in den Prédikaten in-
terpretiert werden. Die Funktion muss also jedem Pradikatensymbol und jeder
moglichen Belegung der Terme in den Pradikatensymbolen einen der Wahrheits-
werte 0, u, 1 zuordnen.

Die Funktion u(My, V,)(p) ist folgendermafen definiert:

Sei p(t},...,t,) € P ein Pradikat, M, eine Prastruktur und V}, eine Variablenbele-
gung. Dann weist die Belegung p dem Pradikat p(1; (Mo, V,)(t)), ..., I,(My, Vi) (t,))
einen der Wahrheitswerte 0, u, 1 zu. ([Sch04al, S. 25)
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Festlegung der Bedeutung der Operatoren

Die Bedeutung der zuvor unter definierten Operatoren bleibt unveréndert.
Allerdings muss die Bedeutung des Allquantors und des Existenzquantors definiert
werden.

Allquantor-Operator

Der Operator V ist ein einstelliger Operator, der eine Variable in einer Formel «
bindet. Im Folgenden wird der Allquantor definiert. Sei V,« eine allquantifizierte
Formel, dann gilt folgendes:

o (Mo, Vi) (Vo) = 1 genau dann, wenn gy (Mo, V) («) = 1 fiir alle Variablen-
belegungen V; gilt.

o (Mo, Vi) (Vo) = 0 genau dann, wenn pipy (Mo, Vi) () = 0 fiir eine Variablen-
belegung V; gilt.

e Ansonsten hat die Formel den Wert u bzw. ist unbekannt.

([Sch04al, S. 27) Die rekursive Auswertung der Formel « jeweils unter der Belegung
V) sowie die Bildung der Belegungen V; werden im Abschnitt erklért.

Ezxistenzquantor-Operator

Der Operator 7 ist ebenfalls ein einstelliger Operator, der eine Variable in einer
Formel « bindet. Im Folgenden wird der Existenzquantor definiert. Sei 3,« eine
existenzquantifizierte Formel, dann gilt folgendes:

o 1in (Mo, Vi) (3za) = 1 genau dann, wenn (Mo, V) () = 1 fiir eine Variablen-
belegung V; gilt.

o (Mo, Vi) (3za) = 0 genau dann, wenn gy (Mo, V) (a) = 0 fiir alle Variablen-
belegungen V} gilt.

e Ansonsten hat die Formel den Wert u bzw. ist unbekannt.

([SchO4al, S. 27) Die rekursive Auswertung der Formel « jeweils unter der Belegung
V) sowie die Bildung der Belegungen V; wird ebenfalls im Abschnitt erklért.

F-Algebra

Die Definition der F-Algebra fiir die L3-Logik bleibt grofitenteils unveréndert und
wurde bereits wie oben unter festgelegt. Allerdings wurde die F-Algebra um
die Operatoren V und 3 erweitert.

Bewertungsfunktion

Die Bewertungsfunktion gy, bleibt weitgehend gleich zu der bereits im Abschnitt
definierten Bewertungsfunktion. Der Hauptunterschied besteht darin, dass
in der Funktion sowohl die unter definierte Prastruktur, als auch die unter
definierte Variablenbelegung benétigt wird. Dies liegt daran, dass fiir die
unter definierte Belegung die unter definierte Interpretation der Terme
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benétigt wird. Ein weiterer Unterschied liegt darin, dass die F-Algebra um die
Operatoren V, und 3, erweitert wurde. ([Sch04al, S. 24)

Die Funktion py, wird rekursiv wie folgt definiert:

Seien ¢ € Fml3(V) und g € Fml3(V). Dann gilt folgendes:

e Wenn « ein Pradikat ist, also a € P:

piar (Mo, Vi) (@) = (Mo, Vi) ()

e Sonst:
pinr (Mo, Vi) (¢ A ) = s (Mo, Vi) (0) A punt (Mo, V) ()
piar (Mo, Vy)(¢ V ) = pnr (Mo, Vo) (6) V puar (Mo, V) ()
pinr (Mo, Vi) (—ar) = =par (Mo, Vi) (cv)
pinr (Mo, Vo) (~ @) =~ s (Mo, V) ()
piar (Mo, Vo) (¢ — ) = png (Mo, Vi) (@) — s (Mo, Vi) (@)
piar (Mo, Vi) (¢ C ) = piar (Mo, Vo) (0) C par (Mo, V) ()
piar (Mo, Vo) (¢ <— a) = pns (Mo, Vo)(9) < pnr (Mo, Vi) (@)
e (Mo, Vo) (¢ = a) = par (Mo, Vi) (¢) = par (Mo, Vi) ()
par (Mo, Vi) (V) =V, berechne fiir alle u € Uy (Mo, Vi) ()

par (Mo, Vi) (Fpar) = 3, berechne fiir alle u € Uppr (Mo, V) ()
wobei V) wie folgt definiert ist:
Vi (y) = Vy(y) genau dann, wenn x # y

V) (y) = u genau dann, wenn x = y

Hierbei ist fiir die Auswertung der Operatoren V, und 3, die Variablenbelegung V;/
relevant. Bei der Variablenbelegung V;/ bleibt die Variablenbelegung gleich bei allen
Variablen, die nicht der z-Variable des Operators entsprechen. An den Stellen, wo
eine Variable der Variable x des Operators entspricht, bleibt die Variablenbelegung
nicht gleich und die Variable x wird mit dem Wert u belegt. ([Sch04b], S. 15)

Menge von designierten Wahrheitswerten

Die Menge der Menge der designierten Wahrheitswerte bleibt unverédndert wie
bereits im Abschnitt festgelegt.

3.3 Weitere Bestandteile der Ls-Logik

3.3.1 Erfiillbarkeit, Unerfiillbarkeit und Tautologie in der L3-Logik

Diese sind genauso definiert wie oben unter [2.3.1} [2.3.2l und [2.3.3] daher erfordern
sie keine zusétzlichen Erlauterungen. Einige interessante Eigenschaften sind jedoch
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erwahnenswert. Jede Ls-Tautologie ist auch eine Ly-Tautologie. Die Begriindung
hierfiir ist trivial, da die Operatoren, wie leicht iiberpriift werden kann, in Bezug
auf die Werte null und eins mit denen der Lo-Logik {ibereinstimmen. Somit ergibt
sich, dass bei ausschliefslicher Beriicksichtigung der Wahrheitswerte null und eins
in der L3-Logik ebenfalls der Wahrheitswert 1 fiir eine Tautologie resultiert. Dies
gilt jedoch nicht umgekehrt, wie an der Formel —=A V A leicht zu erkennen ist.
(|Sch04al, S. 32)

3.3.2 L3-Struktur

Im Folgenden wird kurz der Begriff der Lz-Struktur definiert. Eine Lj3-Struktur
M =< My, ppr > zum Vokabular V' besteht aus der Préastruktur zusammen mit
der Bewertungsfunktion. ([Sch04al, S. 25)

3.3.3 Folgerung in der L3-Logik

Im Folgenden wird die Folgerung in der Ls-Logik definiert. Eine Formel o folgt
genau dann aus einer Formelmenge S, wenn fiir alle L3-Strukturen M zum Voka-
bular V' gilt, dass wenn p(5) = 1 fiir alle 8 € S gilt, dann muss auch py(a) =1
sein. Die Schreibweise dafiir lautet auch S 3 A. (|[Sch04al, S. 27)

3.3.4 Kalkiile

Wie bereits in beschrieben, werden fiir n-wertige Logiken in der Regel Ta-
bleaukalkiile verwendet. In [Sch04a] (S. 52-69) ist ein Tableaukalkiil mit Schluss-
regeln fiir die L3-Logik zu finden.
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Anwendungsbeispiel

Im Folgenden Kapitel wird ein kurzes Praxisbeispiel vorgestellt, fiir welches die
mehrwertige Logik verwendet wird.

4.1 Vienna Development Method (VDM)

Die ,,Vienna Development Method“ (VDM) ist ,,Eine Methode zur formalen Spezi-
fikation und Entwicklung von Computerprogrammen® ([Sch04a], S. 81). Teil dieser
Methode ist die ,,Vienna Development Method Specification Language* (VDM-SL)
([SchoO4al, S. 82). Im Folgenden soll die Vienna Development Method Specification
Language (VDM-SL) kurz vorgestellt werden.

4.1.1 Korrespondenz zwischen der Lj3-Logik und der VDM-SL

Im diesem Abschnitt wird darauf eingegangen, wie die L3-Logik und die VDM-
SL zueinander in Verbindung stehen. Fiir die Beschreibung wurde damals eine
dreiwertige Logik verwendet. ([Sch04al, S. 82)

Universum

Als Universum sollen die Natiirlichen Zahlen N dienen. Wichtig ist, dass bei der
VDM-Logik immer ein Fehlerelement *N dem Universum hinzugefiigt werden muss.
Dieses dient dazu, ein Priadikat mit einem Fehler zu belegen. ([Sch04a], S. 82)
Menge der Wahrheitswerte

Die Menge der Wahrheitswerte ist wie folgt definiert:

Korrespondenz der Wahrheitswerte zwischen VDM-Logik und L3-Logik
VDM-Logik Ls-Logik
true 1
‘B U
false 0

Tabelle 4.1: Wahrheitswerte in der VDM-SL (|Sch04al, S. 83)
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Der Wahrheitswert *B reprasentiert hierbei das Fehlerelement, das verwendet wird,
um ein Pradikat mit einem Fehler zu belegen (|Sch04al, S. 82).

Operatoren

Die Menge der Operatoren in der VDM-Logik ist eine Teilmenge der Operatoren
in der Ls-Logik. Folgende Operatoren sind definiert:

Korrespondenz der Operatoren zwischen VDM-Logik und L3-Logik
VDM-Logik Ls-Logik
A,V A,V
= — starke Negation
— — starke Implikation
— +— starke Aquivalenz

Tabelle 4.2: Operatoren in der VDM-SL ([Sch04al, S. 83)

Priadikate

In der VDM-Logik sind mehrere Préadikate spezifiziert. Im Folgenden soll jedoch zur
Vereinfachung nur das =-Préadikat spezifiziert werden. Die Pradikate entsprechen
den logischen Vergleichsoperatoren in einer Programmiersprache ([Sch04a], S. 83).

A=3 B B € N|B hat den Wert *N
AeN A=2RB B
A hat den Wert *N| *B B

Tabelle 4.3: Pradikate in der VDM-SL ([Sch04al, S. 83)

Funktionen

Die typischen mathematischen arithmetischen Operatoren wie +, —, %, / sind in
der VDM-Logik als Funktionen spezifiziert. Im Folgenden sind die Funktionen fiir
Division und Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen spezifiziert.

*N sonst

n {das kleinste k € Nmit k- m >n fallsm #0

n—m fallsn>m
[n—m] =
*N sonst

([Sch04al, S. 82)
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4.1.2 Beispiel fiir die VDM-SL

Als Beispiel wird folgende VDM-logische Formel betrachtet:
Vn, m([ﬁ] = [m —n] — 5n = 5m* — 5nm)
m

Wairen jetzt n,m € N und m > n, dann hétte die Formel den Wahrheitswert true
bzw. false, je nachdem, welche Zahlen man fiir n oder m wahlt. Tritt hingegen ein
Fehler auf, da m = 0 oder m # n, wird das = Prédikat nicht wahr auf der linken
Seite der starken Implikation und bekommt den Wert *B. Dadurch, dass die linke
Seite der starken Implikation den Wert *B hat, bekommt die ganze Formel den
Wert *B, unabhingig davon, wie das rechte Pridikat 5n = 5m? — 5nm ausgewertet
wird. ([Sch04a], S. 82)
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Seminararbeit wurden die grundlegenden Bestandteile einer m-wertigen
Logik vorgestellt. Als konkretes Beispiel fiir eine m-wertige Logik wurde die drei-
wertige Lukasiewicz-Logik préasentiert und diese anschliefsend um pradikatenlogi-
sche Aspekte erweitert. Zum Schluss wurde die Vienna Development Specification
Language (VDM-SL) als Anwendungsbeispiel betrachtet und auf eine Beispielfor-
mel angewendet. Am Rande wurde auch das Tableaukalkiil als Kalkiil fiir endliche
m-wertige Logiken vorgestellt.

Zum Abschluss der Arbeit sei erwdhnt, dass lediglich die Grundlagen behandelt
wurden. Viele weitere bedeutende Konzepte fiir m-wertige Logiken sind unberiick-
sichtigt geblieben. Es wurde nur eine m-wertige Logik als Beispiel préasentiert,
jedoch existieren zahlreiche weitere wichtige Kategorien von mehrwertigen Logi-
ken, wie partielle Logiken, unendliche Logiken und unscharfe Logiken.

Es ist wichtig anzumerken, dass die Anwendungsbereiche fiir m-wertige Logiken
vielfdltig sind. Beispiele hierfiir sind Spezifikationssprachen (zum Beispiel VDM-
SL fiir die Spezifikation von Programmiersprachen), Testmustergenerierung (zum
Beispiel fiir die Analyse von Schaltkreisen), Shape Analysis (zum Beispiel zur Ve-
rifikation von Programmen durch Graphen) und viele weitere praktische Anwen-
dungen.



Literaturverzeichnis

Sch04a. SCHMITT, P. H.: Nichtklassische Logiken, Juli 2004. Vorlesungsskript,
Kapittel: Mehrwertige Logiken, Seiten: 19-124.

Sch04b. ScumitT, P. H.: Nichtklassische Logiken, Juli 2004. Vorlesungsskript,
Kapitel: Wiederholung, Seiten: 8-18.



A

Selbststandigkeitserklarung

(] Diese Arbeit habe ich selbststédndig verfasst und keine anderen als die angege-
benen Quellen und Hilfsmittel verwendet.

[] Diese Arbeit wurde als Gruppenarbeit angefertigt. Meinen Anteil habe ich
selbststéndig verfasst und keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfs-

mittel verwendet.

Namen der Mitverfasser:

Meine eigene Leistung ist:

Datum Unterschrift der Kandidatin/des Kandidaten



	Die Geschichte und Idee hinter mehrwertigen Logiken
	n-wertige Logiken
	Syntax
	Festlegen der Bezeichner für die Wahrheitswerte
	Festlegen der Bezeichner für Operatoren
	Festlegen der Bezeichner für aussagenlogische Variablen
	Vokabular
	Menge der Formeln

	Semantik
	Belegung
	Festlegung der Bedeutung der Operatoren
	F-Algebra
	Bewertungsfunktion
	Menge von designierten Wahrheitswerten

	Weitere Bestandteile einer n-wertigen Logik
	Erfüllbarkeit
	Unerfüllbarkeit
	Tautologie
	Kalküle


	Beispiel für eine n-Wertige Logik
	Einführung der L3-Logik auf Basis der Aussagenlogik
	Syntax
	Semantik

	Erweiterung der L3-Logik zur Prädikatenlogik
	Syntax
	Festlegung der Bezeichner für die Wahrheitswerte
	Semantik

	Weitere Bestandteile der L3-Logik
	Erfüllbarkeit, Unerfüllbarkeit und Tautologie in der L3-Logik
	L3-Struktur
	Folgerung in der L3-Logik
	Kalküle


	Anwendungsbeispiel
	Vienna Development Method (VDM)
	Korrespondenz zwischen der L3-Logik und der VDM-SL
	Beispiel für die VDM-SL


	Zusammenfassung und Ausblick
	Literaturverzeichnis
	Selbstständigkeitserklärung

